THEOREME DU PAPILLON

Enoncé du théoréme:

Soitl" un cercle de centre O et [AB] une corde du cdrale milieu M. On considére deux cord€®] et
[EF] du cercld” passant par M. Si les droit@8D) et (CF) coupenfAB] respectivement aux poinkset Q

alorsM est le milieu du segmefRQ].

Quelques rappels :

Rappel 1: SoitABC un triangle, on a :
% Aire(ABC) = AB x ACsinA = BA x BC X sinB = CA x CB X sinC
sinA _ sinB _ sinC

*  BC AC AB

Rappel 2: Soit A, B, C et D quatre points non alignés thnples propositions suivants sont
équivalentes :
% Les points A, B, C et D sont cocycliques

<> (ﬁ,ﬁ’)) = (ﬁ, ﬁ) [modulo |
< Siles droitesAB) et(CD) se coupent en un poiht , MA.MB = MC.MD

Rappel 3:
Soitl" etl"” deux cercles et soit M un point.

+« Une droiteA passant pall coupe le cercl€ en deux points A et B. Le produit scalaifd. MB
est la puissance du poiMt par rapport au cercle

% L’ensemble des points ayant méme puissance paonagux cercle§ etl” est une droite appelée

axe radical des deux cercles.
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Preuve 1:

Notions utilisées:
Théoréme de Menélals
Soit S le point d’intersection des droites (CH)ZE).En appliquant le théoreme de Menélals dans

le triangle SQP on a:

CcS M DP FS M EP

S M 1etBExMen o,
cQ  MP DS FQ MP ES

CS.FS MQ?  DP.EP

En multipliant membre a membre ces deux égalitéshtient —— X —Xx——=1;0rona
CQ.FQ =~ MP2  DSES

CS.FS = DS.ES (puissance du point S par rapport au cdrgJéP.EP = PA. PB (puissance du
point P par rapport au cerdi¢ etCQ. FQ = QA.QB(puissance du point Q par rapport au cercle
(M). Ainsi,

CS.FS . MQ? 5 DPEP _ MQ?  PAPB
co.FQ ~ MP2" DSES Mp? QAQB

QA.QB = (AM — QM)(BM + QM) etPA.PB = (AM + PM)(BM — PM), orMA = MB d'oll

QA.QB = AM? — QM2 et PA.PB = AM? — PM?2, ainsi 2L = 272 5, 4 alors
MP2~ AM2-MP?

MQ? A.QB
— 1' donC_Q — u
MP? PA.PB

MQ2 AM2 — MQ2 MP? = MP2 AM? — MP2.QM?, c'est-a-direMQ2 AM? = MP2 AM2 d’ol)
MQ = MP.
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22 o P1

Notions utilisées:
- Points cocycliques
- Triangles semblables

preuve 2 :

- Puissance d’'un point par rapport a un cercle

On posexl = QQ1,x2 = QQ2,y1l = PP1,y2 = PP2,x = QM,y = PM,a = AM.

Les triangle9MQ1 etPMP1 sont semblables do% = % Il en est de méme :

- des triangleMQ2 etPMP2: i—z = §

H X1 ﬂ
- des triangle®CQ1 etPMP?2 : 2= Bp

H L X2 Q
- destriangle® FQ2 etPDP1: 1= op

D’apreés la définition de la puissance d'un point rgport a un cercle, on a

CQ X FQ = AQ X BQ etEP x DP = AP X BP.

X2 x1x2 _ CQXFQ _ AQxBQ _ (a—-x)(a+x) _ a?-x?

Iz

On a~

2 x2 az— y2

x2

QM = PM doncM est le milieu d¢QP].

yly2 " EPXDP  APXBP (a+y)(a-y) - az—y?

. 2 2 - -
== clest-a-dire; — 1 = ;—2— 1 ainsix? = y2 doncx = y.
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Preuve 3 :

Notions utilisées:

- Points cocycliques

- Loi des sinus

- Puissance d’'un point par rapport a un cercle

On poseéFMQ = EMP = a, CMQ = DMP = 3,QCM = PEM =y, QM = x,PM =y,
AM =BM = a
D’apres la loi des sinus on a:

. FQ _ oM - x
Dans le triangl#'QM, sina  sin[180°—(a+B+y)]  sin (a+B+y)

(carsin(180° — @) = sing).

cQ _ x

sinf  siny

Dans le triangl€MQ ,

x2sin(a)sin(B)

OnacQ xFQ = sin(y)sin(a+p+y)’

comme dans cette égalitéet f jouent des rbles symeétriques

y2sin(a)sin(B)
sin(y)sin(a+B+y)’

alors on a égalemeBt X DP =

On sait queEQ X FQ = AQ X BQ (puissance du poirgt par rapport au cerdig et
EP x DP = AP x B (puissance du point P par rapport au cdrgle
OnadQ xBQ =(a—x)(a+x) =a?2—x2etAP X BP = (a+y)(a—y) =a?2—y? ainsion a:

sin(a)sin(B) _a*—x? _ a’-y?
sin(y)sin(a+B+y)  x2  y2

xsin(@sin(B) 5, yssin(@sin(®)
sin(sin(@+p+y) sinsin@ip+y) & Y donc

az—y? a2 )z ., a2 a2 ) , . .
v 1, del egallte; —-1= i 1 on tire quex2 = y2 c'est-a-dire

az—x2

Ona =a—z—1et
X

x2

xX=y.
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preuve 4

Cette preuve est basée sur le lemme suivant :

Aire(ABC) _ ABXAC
Aire (DEF) ~ DEXDF

Si ABC et DEF sont deux triangles tels @4 = EDF, alors

En effet ,Aire(ABC) = AB X AC X sin (BAC) etAire(DEF) = DE X DF X sin(EDF), or
sin(BAC) = sinEDF , d’oll le lemme.
MCQ = MEP, CMQ = DMP, MFQ = MDP, FMQ = EMP. En appliquant le lemme, on a :

Aire(MCQ)  CM x CQ

Aire (MEP) EM x EP
Aire(MEP) _ ME x MP

Aire (MFQ) MF x MQ
Aire(MFQ) _ FM x FQ

Aire (MDP) DM X DP
Aire(MDP) _ MD x MP

Aire (MCQ) MC x MQ
En multipliant membre a membre et en simplifiamtobtient :

CQXFQXxXMP? . < 4. MQ? CQXF
LQXFQXMF 1, cest-a-dirdlL = £&Fe
EPXDPxMQ? Mp2 EPXDP

CQ X FQ = AQ X BQ etEP x DP = AP x BP (puissance d’un point par rapport a un cercle).

AQ x BQ = (AM — MQ)(BM + MQ) etAP x BP = (AM + MP)(BM — MP) or AM = BM donc

AQ x BQ = AM2— MQ2? etAP x BP = AM? — MP2, ainsi on aI\/I_(22 _ AMZ—MQZ’
MP?2 AM?2—MP?

c'est-a-dire

AWPZAP _ AM MO On obtienfE — 1 =22 _ 1 d'ou MP2 = MQ2etMP = MQ.
MP? MQ? MP? MQ?
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Preuve 5 :

Notions utilisées:
- Points cocycliques
- Triangles semblables

Soit 0 le centre du cerclE ; K etL les projetés orthogonaux du poihtespectivement sUcF|
et[ED].
K etL sont respectivement les milieux cof€¥| et[ED].

Les pointsC, F, D, E sont cocycliqgues donc on &€D = FED etCFE = CDE.

Les triangleFM etEDM sont semblables do% = % .

On sait qu&EF = 2CK etED = 2EL donc% = % Les triangle€ KM et ELM ont deux paires

de cbtés proportionnels et en outre les angleggpondants a ces cotés proportionnels sont égaux
donc ils sont semblables ; par conséqefil = ELM.

Le pointM est le projeté orthogonal du poitsur le segmentdB], ainsi les point®, K, Q, M

sont sur le cercle de diaméef@Q], de méme les pointg, L, P, M sont sur le cercle de diametre
[oP].

D’aprés la propriété des points cocycliques, oQEM = QOM etPLM = POM ; de plus

QKM = CKM, PLM = ELM et comm&KM = ELM alorsQOM = POM.

Dans le triangl@PQ la droite(OM) est la hauteur issue du somrfett la bissectrice de I'angle

POQ donc le triangl&®PQ est isocele e par conséquer est le milieu d¢PQ].
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Preuve 6 :

Notions utilisées:

- Propriété angulaire d'une symétrie orthogonale

- Points cocycliques

- Triangles isométriques

SoitD’ le symétrique du poir® par rapport @ M), MD = MD' donc le triangleDD’ est isocele

enM, ainsiMD'D = MDD'.

Les droiteg DD’) et(PQ) sont paralleles (elles sont perpendiculaires an@me droite), on a
QMD' = MDD etPMD = MDD’ (propriété des angles alternes-interne) d@Md’' = PMD.

Les pointsC, D, F, D’ sont cocycliques donc onC&D’ = CDD’ ouCFD' = 180° — CDD'; les
pointsC, Q etF sont alignés don€FD' = QFD’' de méme&DD’ = MDD'.

Considérons le quadrilatéMFD'Q : on aQFD' = MDD' ouQFD' = 180° — MDD’ c'est-a-dire
QFD'= QMD'ouQFD' = 180° — QMD' donc le quadrilater®FD'Q est inscriptible ; on a par
conséquenfD'M = QFM .

Les pointsC, F, D, E sont cocycliques don€FE = CDE, or CFE = QFM et CDE = MDP donc

QD'M = MDP.
MD = MD'
On a{ @MD" = PMD donc les triangle@MD’ etPMD sont isométriques par conséquent
QD'M = MDP
QM = PM.
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Preuve 7 :

Notions utilisées :

- Points cocycliques

- Puissance d’un point par rapport a un cercle

- Axe radical de deux cercles

Soit D' et E' les symétriques respectifs des points D et E par rapport au point M et soit I’ le
symétrique du cercle [ par rapport au point M.Les cercles [ et [’ se coupent en A et Bcar M est
le milieu de [AB].

On a MC.MD = ME.MF (puissance du point M par rapport au cercle ). Or MD = —MD’ et
ME = —ME’ donc MC.MD' = ME'. MF, ainsi les points D', C, E et F sont cocycliques ; ils
appartiennent a un cercle ['"”".

La droite (AB) est I'axe radical des cercles I' et I, La droite (CF) est I'axe radical des cercles I et
. La droite (E’D’) est I'axe radical des cercles " et "',

Le point Q appartient a la droite (AB) donc a I’axe radical des cercles I et [". On sait que
QA. QB est la puissance du point Q par rapport au cercle [’ ; de méme QC. QF est la puissance
du point Q par rapport au cercle "’ ; or QA.QB = QC.QF (puissance du point Q par au cercle
M), donc le point Q appartient a I'axe radical des cercles " et ", par conséquent le point Q
appartient a la droite (D’E”).

Le point Q est I'intersection des droites (AB) et (E’D’) donc son symétrique par rapport au point
M est le point d’intersection des droites (AB) et (ED) or les deux droites se coupent en P ; ainsi

les points Q et P sont symétriques par rapport au point M.
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Preuve 8 :

Notions utilisées:

- Points cocycliques
- Symétrique d’un point par rapport a une droite
Soit C’ le symétrique orthogonal de C par rappda @roite (OM) et D’ le symétrique orthogonal

de D par rapport a la droite (OM). Soit R le pdatihtersection des droite (ED) et (C'F).
Montrons que les points M, R et Q sont alignés.

Tous les égalités d’angles sont modulo

(ﬁ, CM) = (C'M,C'F’) (Une symétrie orthogonale transforme un anglentéien son opposé).

(C'M,CF") = (C'M,CR) or (CF,CM) = (CF,CD) = (EF,ED)(points cocycliques) et
(EF,ED) = (EM, ER). Ainsi, on a(EM, ER) = (C'M, C'R) donc les points E, M, R et C’ sont
cocycliques.

Dans le cercle (T\ME,MR) = (C'E,C'R) = (C'E,C'F").

(C’E,C'F') = (FE, FF") (points cocycliques) dor@ME, MR) = (FE,FF') = (FM, FF").

Les vecteurg/A et FF' sont colinéaires, de méme que les vect®#xst MQ donc on a

(MF,MA) = (FM,FF") et(MF,MA) = (ME,MQ), d'ou (ME,MQ) = (ME, MR), par

conséquent les points M, Q et R sont alignés.

Montrons que les points Q et R sont confondus

R appartient a la droite (MQ) et les droites (M®JRQ) sont confondues dont R est le point
d’intersection des droites (PQ) et (ED) donc il@stfondu avec le point Q.

Montrons que M est le milieu du segment [PQ)]

Soit Q’ le symétrique de Q par rapport a la dr@@®1), Q' appartient a la droite (CF) car Q
appartient a la droite (C'F’), de plus Q’ appartiana droite (AB) car Q appartient a la droite

(AB) et les points A et B sont symétriques par @pp la droite (OM). Q’ est le point
d’intersection des droites (AB) et (CF) donc il eshfondu avec le point P. Les points P et Q sont

symétriques par rapport a la droite (OM) donc Mleshilieu du segment [PQ)].
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Preuve 9 : (Méthode analytique)
C E

Comme (OM) est perpendiculaire a (AB), considérons un repére orthonormé direct (M, u , V)
ou le vecteur % est colinéaire a AB et le vecteur ¥ est colinéaire 8 OM . On note (0,m) les
coordonnées du point O ; La droite (CD) a une équation de la forme x = ay (a # 0) car c’est
une droite qui passe par le point M origine du repére ; de méme la droite(EF) a une équation de
la forme x = by (b # 0).

Pour simplifier les calculs, on suppose que le cercle [ est de rayon un.

Une équation cartésienne du cercle M est : x* + (y —m)? =1

Les points C et D appartiennent au cercle ' donc leurs ordonnées vérifient I'équation

a’y* + (y —m)? = 1ouencore (a* + 1)y* — 2my + (m? — 1) = 0.

En utilisant la formule de la somme et du produit des racines d’une équation du second degré on
obtient :

{Zm = (yc +yp)(a®+ 1)
m?—1=ycyp(a®+1)

2m = (yp +yp)(b* + 1)
m? —1=ygyr(b*>+1)
Soit (a,0) et (B, 0) les coordonnées respectives des points Q et P.

;demémeona:{

. . , Xc—a Xp—«
Les points C, Q, F sont alignés donc : ;— = ’;— .
C F

Ona:(xc—a)yr = (xp — @)yc donc a(ye — Yr) = YeXp — XcYp €t comme X = ay. et

xp = byp,onaalors a(yc — yr) = (b — a)ycyr -
Les points E, P, D sont alignés donc : *6-B _2-F
YE Yp

Ona:(xg — B)yp = (xp — B)yg donc f(yg — ¥p) = YeXp — XgYp €t comme xg = byg et
xp = ayp,onaalors B(yg —yp) = (@—b)ygyp .
a(yc—yr) = —a)ycyr
Le—yp) =(a—b)ygyp (2)
Multiplions I'équation (1) par (yg — yp) et I'équation (2) par (¥ — yr), on obtient :
{a(yc —yr) e —yp) = (b—a)Ye — yp)ycyr
Bc—yr)e —yp) = (@a=b)(yc — Yr)YeYD
(a+B)ye—yr) Ve —yp) = (b— ) [Ve — ¥p)YcYr — &c — Yr)YEYD]
(a+B)yec—yr) Ve —yp) = (b — ) yeycyr + YrYeYp — VecYpYr + YcYEYD)]
= (b - )yeyrc +yp) = Ycyo e + yr)]
_ (b _ a) [mzz—l % sz _ mzz—l % 22m]
b“+1 a‘+1 a‘+1 b“+1
=0
Ve # Yp etyg # ypdonca + = 0.

“:—ﬁ = # = 0 = x,; donc M est le milieu de [PQ].

Posons le systeme : {

, en additionnant les deux équations on a :
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Preuve 10 :
Notions utilisées
- Division harmonique
- Faisceaux harmoniques
- Polaire d’'un point par rapport a une droite
- Polaire d’'un point par rapport a un cercle
Les notions que nous développons dans cette parfigurent pas dans nos programmes des
enseignements des mathématiques ; néanmoins ellesnt étres abordées sous la forme
d’activités formatives et dans la perspective adareer les capacités des apprenants a résoudre
les bons problémes de géométrie.

l. Faisceaux harmonique

Définition 1.1
Quatre points A, B, C et D(dans cet ordre) d'urmitelisont dits edlivision harmonique si et
seulement sis= = — 22

CB DB

On dit également que C et D divisent harmoniquerges¢gment [AB] ; du fait du signe du
birapport, I'un de ces deux points est a l'intérthusegment [AB] et I'autre a l'extérieur, de plus
les rapports de longueur CA/CB et DA/DB sont égaux.

Remarque:

On prouve facilement qu'une suite de quatre pailigaés (A,B,C,D) est en division harmonique
si et seulement si la relation suivante est véifié

Relation de Newton: IC.ID = IA? = IB%ou | est le milieu de [AB] ;

Définition 1.2

Soient trois point#, B etl distincts alignés. Sin'est pas le milieu dé&PB], il existe un unique
pointJ tel quel etJ divisent harmoniqguemenfB]. Le pointJ est appeléonjugué harmonique
del par rapport & etB. D'apres ce qui précede Jsst le conjugué harmonique ldpar rapport a
deux points donnésest le conjugué harmonique dipar rapport a ces mémes points.

Construction géométrique du conjugué J d’'un point Ipar rapport a un point |

Soit trois points distinct8, B etl sur une droite, tels guene soit pas le milieu d& etB, on peut
trouver le point] conjugué harmonique dear rapport & etB en procédant comme suit :
e so0itM un point non aligné avec les précédents ; la ledead (VIA) passant pdB coupe
donc (MI) en un point que I'on appelle;
« soitJ’ le symétrique d€ par rapport a B, alordAJ’) coupe AB) enJ qui est le point
cherché. En effet sSMJ’) et (AB) étaient paralleleAMBJ’ serait un parallélogramme, et
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doncAMBI’ également, et le poimf intersection des diagonales de ce dernier, suikdu

deA etB.
. . L R . . JB BIl _JB BJI
En appliguant deux fois le théoreme de Thalés fgsutriangles on obtlentﬁ == et]:A ==
d'oU% = —% si et seulement 8 est le milieu dé’ etJ’.
Définition 1.3

On dit que quatre droites sécantes en un méme fooment un faisceau harmonique si une
sécante quelconque a ces quatre droites qui coupkes-ci en quatre points en division
harmonique.

les 4 points étant bien sar pris dans le méme ogdeeles droites auxquelles ils appartiennent.

Propriété 1.4 (propriété fondamentale)

Un faisceau de quatre droites concourantes estdmquore si et seulement si une parallele a l'un
de ses rayons est divisée par les trois autreg@nsbgments égaux.

La preuve est analogue a celle donnée pour la coctsbn du conjugué d(un point par rapport a
deux droites.

Propriété 1.5

Etant données 3 droites distinctes concourante®REt D3, il existe une unique droite D4 telle
que (D1, D2, D3, D4) soit un faisceau harmoniquedtoite D4 est la conjuguée harmonique de
D3 par rapport a D1 et D2.

En effet, soitO le point de concours des trois droites D1, D2 &tIlla droite D4 doit passer p@r
Soit A une sécante aux trois droites D1, D2 et D3 es pointsA B etC. SiB est le milieu dé\
etC, D4 est nécessairement la parallétegassant paD et cette droite convient, d'apres la
propriété fondamentale ci-dessusBSi'est pas le milieu d& etC, soitD le conjugué
harmonique d€ par rapport & etB, la droite D4 est alors nécessairement la dr@i®) (et celle-
ci convient par la propriété fondamentale.

Définition 1.6

Etant donné deux droites distinctestd' et deux point®1 etM’ distincts non situés sur ces
droites, la droiteNIM’) rencontre respectivemethetd’ enP etP’ distincts. On dit quél etM’
sontconjugués harmoniqugxar rapport & etd' si [M, M’, P, P’] forme une division harmonique
(M etM’ sont conjugués harmoniques par rapp&tteaP’).

Proposition 1.7

Etant donné deux droites d et d' distinctes et@orantes en un point | du plan et un point M non
situé sur ces droites, I'ensemble des conjuguésdmiques du point M par rapport a d et d' est
une droite passant par |.

En effet tout point sur la conjuguée harmoniquéadiroite (M) par rapport @ etd’ convient, de
par la propriété fondamentale des faisceaux hampesi Réciproquement, i est conjugué
harmonique d&/ par rapport & etd’, (d, d’, (IM), (IM")) est un faisceau harmonique.
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Construction de la polaire du poivtpar rapport aux deux droitdgportantP etQ) etd’ (portant
P’ etQ’). La polaire est la droitdJ).

Définition 1.8 — On appelle cette droite plaire du pointM par rapport aux droitesetd’.

Construction de la polaire— Etant donné deux droitésetd’ distinctes, concourantes en un
pointl, et un pointV non situé sur ces droites, placer deux pdsQ, distincts dd, surd et

tracer les deux droite§/P) et MQ). Les pointd etQ sont supposés choisis de telle fagon que ni
(MP), ni (MQ) ne soient parallélesch. Ces droites coupedt respectivement e’ etQ’. Les
droitesA = (PQ’) etA' = (P'Q) se coupent el La droite (J) est lapolaire deM par rapport &

etd’.

En effet siM; est le conjugué dél par rapport & etP’ etM, le conjugué d&/ par rapport &) et
Q’, la polaire deM par rapport @ etd’ est la droiteI;M,) ; les pointd, M; etM, sont donc
alignés.

De méme la polaire dd par rapport & etA' est la droiteN1;:M,) ; les points], M; etM, sont
donc également alignés et la polairdvipar rapport @ etd’ est bien la droitelJ).

I. Polaire d’'un point par rapport a un cercle

Définition 2.1
On dit que deux points M et M’ sont conjugués gaport a un cercle de centre O et de rayon R si
et seulement si :

OM.OM’ = R2.
Propriété 2.2
L'ensemble des conjugués d'un point par rappant@etcle est une droite appef@maire de ce
point par rapport au dit cercle.(la preuve de gettgriété est laissée au lecteur).
Remarque :
La polaire du point M par rapport au cercle de i@t et de rayon R est une droite
perpendiculaire a la droif®©M).
Propriété 2.3
Soit P le point de la polaire de M situé sur laitgr¢OM) et soit A et B les points d’intersection d
cercle et de la droite (OM). La division (A, B, M) est harmonique

En effet, on aOM. 0P = R? = 0A® = 0B?, donc d’aprés laelation de Newtonla division
(A, B, M, P) est harmonique.
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Conséquence :

Soit M un point non situé sur le cercle (C) de c=Ql et de rayon R. Une droitepassant par M
coupe (C) en E et F. Si H est le pointAdsitué sur la polaire de M par rapport au cerclealGrs
la division (E, F, M, H) est harmonique.

Soit | le milieu de [EF], on sait que les droitéd)(et (EF) sont perpendiculaires. H est un poet d
la polaire de M par rapport au cercle (C), don@®M. OH = R>.

OM.OH = (01 +1M)(0I +1H) = 01> + IM.TH, or 01> = R? — [E? doncIM.TH = IE? = IF?,
ainsi d’aprés la relation de Newton la division FEM, H) est harmonique.

Construction géomeétrique du point M par rapport au cercle de centre O et de rayon R
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Soit Q et Q' deux points de la polaire du point & papport au cercle de centre O et de rayon R.
D’apres la conséquence de la propriété 2.3, cettarp est également la polaire de M par rapport
aux droites (AA’) et (BB’) et aussi la polaire depdr rapport aux droites (AB’) et (BA’), c’est

donc la droite (1J).
Preuve du théoréme :

Soit S le point d’intersection des droites (CH)ED), R le point d’intersection des droites (CE) et
(DF), T le point d’intersection des droites (FEJ®R).D’apres la construction qui précede, | a
droite (SR) est la polaire du point M par rappartcarcle. (OM) est perpendiculaire a (SR) et
(OM) est perpendiculaire a (AB) donc les droiteR) 8t (AB) sont paralléles. La division

(F, E, M, T) est harmonique (propriété 2.3), dan&lsceau [(RF), (RE), (RM), (RT)] est un
faisceau harmonique et comme les droites (RS) B} sant paralléles alors d’apres la propriété
fondamentale, M est le milieu du segment [PQ)].

FOGEL 2015/Théoréme du Papillon/GROUPE DE DOUALA/MBOUYA, NDEDI, NGOKOBI Page 15



