INVERSION

A- VERSION EN LANGUE FRANGAISE. ... .. ittt e e s e e e e s e s 1
l. INTRODUCTION ..ottt ettt e et e e e s e et e e e e s s e s e a b e bt e e e e e semsbeteeesssesnnreneeeeesss 1

[, RAPPELS. ...ttt h ettt s h et e bt bt et et e s bt eat et e sbe et e besheeatenbenaean 1
Il. DEFINITIONS ...ttt ettt ettt s et a et s sss s s s s esassassesassssesassansns 3
V. CONSTRUCTION DE L'IMAGE D’'UN POINT, D'UNE DROITEET D'UN CERCLE........ 3
) I L0011 o T [ o | PSR 4

(o) I 0 4 F= o T= 3o UL L= 0o [0 ]1 (=T (o N SRRSO 5

C)  IMAGE A'UN CEICIE. ...ttt b e s eb b e 6

V. QUELQUES PROPRIETES DE L'INVERSION.......ovoteeeeeeereeeseeeseeseeseeeseessesssesseessssseneeeneses 6

V1. EXPRESSION ANALYTIQUE D’'UNE INVERSION DANS LE PLAMFFINE EUCLIDIEN7

VIl.  QUELQUES APPLICATIONS DE L'INVERSION......c.ccsmiiitnirineieinirieieeserieeee e 8
3. ThEoreme de PLOIBMEE.... ..ot et st st sr e 8
D. INverseur de PEAUCEINEL ... e 9
c. Constrution au compas du centre d’un CEICLE..........ccviiririreieieee e 9

VI BIBLIOGRAPHIE ..ottt bt 10

B- VERSION EN LANGUE ANGLAISE .......c.cioiieieiriecrnectese ettt 11

I- INTRODUCTION ..ottt ettt e e e s et e e e e e s e s s s b e bt e e e e e semnreeeeeessesnnreneeeas 11

I- PROPERTIES OF INVERSION......ccoittteittririeietrirteeie sttt 12

[1l- APPLICATION OF INVERSION......ctctriieieiinirinieitinirietee sttt sttt 16
1. Apollonius’ Circle and inversion in the context of magnets........cccccveeciiiiiicieecciee e, 16
2. PeAUCEIIIEI'S LINKAGE. .....eteueeierterieieieiteeet sttt ettt st a e e sa e 17

Fogel 2015  Contribution des IPR de Mathématiques de la Région de I"Ouest Page 1 sur 18



A-VERSION EN LANGUE FRANCAISE

I. INTRODUCTION

L’épreuve de mathématiques au baccalauréat Cdtose2014 comportait un type non
usuel de transformation plane. Contrairement aansformations usuelles a savoir les
translations, les rotations, les homothétiessyesétries et les similitudes qui conservent le
barycentre et la nature des figures, cette derniem@onserve pas le barycentre encore moins la
nature des figures. Nous avons jugé nécessapartieger sur cette application appelée
inversion qui a la particularité de transformer certaidestes en cercles et certains cercles en
droites.

II.  RAPPELS

1. Dans un triangle rectangle, le carré de la hautdative a 'hypoténuse est égal au produit des
mesures des segments qu’elle détermine sur cefeii= BH.HC.
a) llustrations b) Preuve

K ABC est un triangle rectangle en A. AH>*+HB? = AB?
et AH? + HC? = AC? en additionnant membre 2
membre, nous obtenons 2AH? + HB? +HC?= B(C?

_ (BH+HC)2= 2BHIHC+ BHz+ HC*
dotr ; AH2 =BHHC

A B

2. Deux triangles ABC et A'B’C’ sont semblables siseulement siﬁ = ﬁ = %

3. Deux triangles ABC et A’B’'C’ sont semblables siseulementsid = 4' |5 = ', ¢ ="
Les triangles AHB et AHC sont semblables. (voir figure ci-dessus)

4. Puissance d’un point par rapport a un cercle
M étant un point quelconque du planCetin cercle de centre O et de rayon R. pour une
droite passant par M et sécante au cdreledeux points A et B, le produit scalaire

MA.MB estindépendant de la sécante choisie et est appelé puissance du point M par

rapport au cercle C.ona MA.MB = OM? — R? en effet remarquons que pour trois points
alignés E, F, G et pour toute droite passant par G et perpendiculaire a la droite (EF), pour
tout point T de cette droite, on a EFIEG= EF ET.

Pour la preuve de  MA.MB = OM? — R?, considérons la droite passant par B et

perpendiculaire a (AM), elle coupe le cercle en un point A’. D’ou MAIMB =MAMA" on peut
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remarquer que A’ est le symétrique de A par rapport a O car AA’ est un diametre du cercle et I'angle en
B est droit.

MAMA" =(MO +OA)(MO +OA")
(MO OA)(MO-0A)
MG -OA

MO -f

54

5. Quatre points A,B,C,D sont
cocycliques si et seulement si ils sont
les sommets d’'un quadrilatére
inscriptible. C'est-a-dire que les
angles des sommets opposés sont D
supplémentaires.

[&2]

6. Soient A,B,C,D quatre points d'un cerafeels que les droites (AB) et (CD) soient
sécantes en un point E on &A.EBE =EC.ED Réciproquement si deux droites (AB) et (CD)

sont sécantes un pointE tels EA.EB = EC.ED alors les points A,B,C,D sont cocycliques

ey

Preuve :
Supposons les points ABCD cocycliques et les droites (AB) et (CD) sécantes en E. la

puissance de E par rapport au cercle étant indépendante de la sécante choisie,
ona:EA.EF = EC.ED
Supposons EA.EB = EC.ED et les droites (AB) et (CD) sécantes en E. Les triangles ECB

et EAD sont semblables car en passant aux valeurs absolues ;| EA.EB | =| EC.ED|,ona:
mesDAB= mesBCE
mesADC= meSCBI

donc supplémentaires d’ou les points A,B,C,D sont cocycliques .
- L’angle d’une droite et d’'un cercle est I'anfjiemé par la droite et la tangente au cercle en un

des points de rencontre de celui-ci et de la droite

les angles DCB et DAB sont

EA — ED 4t i
tc — g etils ont un sommet commun E. De plus{
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Il DEFINITIONS

Définition 1 :Soient k un réel non nul et O un point du plawuRle I'espace E .On appelle
inversion de péle O et de puissance k toute egibn f de P privé de O dans P privé de O ou
de E privé de O dans de E privé de O qui apoirtt M associe le point M’ tel que ;

O,M et M"alignés
OM MM =k

Définition 2 :Soient k un réel non nul et O un point du plawuRle I'espace E .On appelle
inversion de pble O et de puissance k toute egibn f de P privé de O dans P privé de O ou
de de E privé de O dans de E privé de O qoiiadoint M associe le point M’ tel que

oM’ :ﬁw Montrons que les deux définitions sont équivalente

O ,M,M’ sont alignés donc il existe un ré¢elel que; OM'=pOM . Supposons que

K
oME

OM[DM=k OM[DM=k < pOM?=k.Alors p = —— Par conséquentOM" = O:/IZGM'

Supposons que OM' :ﬁﬁm on a OM [DM' = %. OM2 =k d’oll I'équivalence.

Remargues Si k est positif, alors dans le plan, 'enseentiés points invariants par f est le

cercle centré en O de rayeﬂ appelé cercle d’inversion.
- Siun point est situé a I'intérieur du cercle génsion son image est a I'extérieur
- Siun point est situé a I'extérieur du cercle dérsion son image est a I'intérieur
- Sik est positif les points M et M’sont situésrdéme coté de O
- Sik est négatif M et M’ sont situés de part etutite du pble O

V. CONSTRUCTION DE L'IMAGE D'UN POINT, DUNE DROITE ET D'UN CERCLE
Le choix de k doit étre tel que la constructitum segment de longueur |k| soit possible.

Probleme: f est une inversion de podle O, de puissance prgunsforme A en B telle que indiquée
sur la figure ci-dessous. Comment construire I'imd@un point ?

Construire @, image de C par f. puis E’ image de E par f.

Nous avon©A [DB = OE[OE les points A, B, E et E’ sont non alignés ; ils sont cocycliques
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. A//—\E ]

E
Construisons €a l'aide des points C, E et E’ comme ci-dessus.

a) Image d'un point

k<0 posons t=/-k
Construire le segment [O P]tel que OP = tecaP) et(OM) perpendiculaires
- Construire la droite (PM)
- Construire la perpendiculaire a(PM) passant par P
- Cette perpendiculaire coupe (OM) en M’ et on a fOFOMx OM’= -k
o}

M 1 M’
o]
K >0 On reprend la construction avec —k et le syioétr de M’ par rapport a O est I'image de
M par f

Construction de I'image M’ de M au compas avec positif et avec OM >k
- Construire le cercle d’inversion (C)
- Prenons un point M a I'extérieur de(C)
- Construire le cercle C’ de rayon OM qui coupg €@ deux points A et B
- Construire les cercles;€t G de centre A (Respectivement B) qui passe par O
C,et G se coupent en un point M’ autre que O

C

c
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Preuve
Montrons quay’ est bien 'image de M par f en effet,
AOBM’ est un losange, (OM) est la médiatrice dgrsent [AB] donc les points O, M, M’sont
alignés.
A

Montrons que OM.OM’ = OAz

On aOM’ =20l car AOBM’est un losange.
AM = OM car c’est le rayon du cercle centré en M.

Dans le triangle IMA on a : OM2 A% + IM? = |A2+(I0+0OM)2=1A2+OM2+20M.10
Donc 20M O=-(1A2+|02)=0A2
20MDI= (IA2+102) car dans le triangle OIA on a bien OARAZ+ 102 ;

OM.OM’ =20M .0l = OA?
M’ est 'image de M par l'inversion de pdle O et despance k = OAZ2.

[wi}

b) Image d’'une droite (d)

Premier cas : La droite (d) passe par le pble O
Si la droite (d) passe par O alors OMM'’ sontradig par conséquent la droite a pour image elle
méme.

Deuxieme cas La droite (d ) ne passe pas par O.

L’image de la droite (d) est le cercle qui pasaele pole O dont la tangente en O est paraléle

(d).

Preuve

Soient O le pdle de l'inversion f (d ) la drodensidérée N le projeté orthogonal de O sur(d)
N’ l'image de N par f M un point de (d)et M’ somage. Les triangles ONM et OM’N’ sont
semblables dongam'N'=0NM=90°. Quand M décrit la droite (d) M’ décrit alors lercle de

diamétre [ON].
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c) Image d’'un cercle

Propriétél : Etant donné un cercle (C) et un point O situé a I'extéride celui-ci, de puissance p
par rapport a (C), alors (C) est globalement ilawvdrpar I'inversion de p6le O et de puissance p.

Preuve Soit M un point de (C) d’image M’ par l'inversiale pble O et de puissance p on a
OM [OM'=p ; montrons que M’ appartient a (C). Soit N le point de (C), aligné avec O et M on a

oM BD—NZp(p puissance de O par rapport a(C)). O, M, M’ et N sont alignés d’ou M’ = N.

Propriété 2 : soit f et g deux inversions de méme péle O et de puissance k et p respectivement ; avec k
#p. soit F une figure quelconque du plan si f(F) = F, et g(F) = F, alors F; et F, sont homothétiques.

Preuve: soit A € F. f(A) = A’ équivaut a OA.OA'=K et g(A) = A” équivaut a EA\.O_AEp. Les points O, A,
A et A” ont alignés OA.OA'=K ; O_A.O_A"Ipd'ou % IE, d’ou h(O;L)(A)=A".

Premier cas; Le cercle passe par le pole O

SoitC un cercle passant par O son image par f estnaite dcar f est involutive. Cette droite est
paralléle a la tangente a C en O.

Deuxieme cas; Le cercle C ne passe pas par le pole O

I'image du cercle C par f est le cercleimage de C par 'homothétie de centre O et de
rapport k/p. p étant la puissance de O par ra@pGr.

Preuve OM.OM;=p Notons H = h(O, k/p) '’homothétie considérée

H(M) =M © OM' = %OMl

OM’ =k/p OM, donc OM = p/k Q' par conséquent OM§» =k . f(M) = M'.

V. QUELQUES PROPRIETES DE L'INVERSION

I- Soit f une inversion de p6le O et de puissancef kest une application involutive
Si k est positif alors I'ensemble des pwinvariants par f est le cercle d’inversion.
ii- Sif(M)=M" f(N)=N" alors M NM’N’ sont cocyclgues ou alignés. )

Preuve: voir rappel 6.
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. , , MN OM.ON
iii- Si f((M) =M" f(N) =N alors iy =

Preuve
a) Les points O,N,M,N’,M’ sont alignés :
ON.ON'= OM.OM'= (OM+ MN)ON'= OM(ON* N'M’)
= OM.ON'+ MN.ON'= OMCON+ OMCN'M' = MN.ON'=OMIN'M'
MN _OM _ OM.ON _ OM.ON
" M'N' ON' ON'ON Kk

b) Lespoints O N,M,N’,M’ ne sont pas alignés :
ON.ON'= OM.OM'= (OM+ MN).ON'= OM(ON%* N'M’
= OM.ON'+ MN.ON= OM.ON+ OM.N'M' = MN.ON =OM.N'M"
- MN.ON cos(MN;ON)= OM.N'M'cos(OM;N'M' = MN.ON = OM.N'M"
MN _OM _OMON _OM.ON
" M'N' ON' ON'ON Kk

iv- Si une inversion f transforme un cerdlede centre A en une droite (d) alors A’=f(A) est |
symétrique du pbéle O par rapport a (d)

Preuve: A'=f(A) © OA.0A’=k

Soit H le projeté orthogonal de O sur (d)et H’ smage par f. Ona OH.OH’ =k H’ est
diamétralement opposé a O donc OH'= 20A et OA.O®+ROA par suite OA'’=20H
Les points OAA'’ H étant alignés A’ est le symétre de O par rapporta d

o]

B H'
U :_1

v- Soient f et g deux inversions de méme podle O guiEsances k et k' Respectivement. La
composeée fog est une homothétie de centre O

Preuve
Soient MM’'M” les points du plan P privé de O tejge ; g(M) = M’ fog(M)=M"

gM) =M' & OM'=—"0M fog(M)=M" &f(M) =M"  OM"= ——0M' <

oM"=>"0M

VI. EXPRESSION ANALYTIQUE D'UNE INVERSION DANS LE PLAN AFFINE
EUCLIDIEN

Soient P le plan affine Euclidien munit d’'un repérthonormé (07;17) f l'inversion de pdle O et

de puissance k. M(x ;y) un point de P M'(x’ ;fymage de M par f
kx

=

g B —2 Kiyt
OM'=—0M &
oM V= ¥
B 1‘2+_}'2
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Montrons que I'image d’une droite (d) d’éqoatiy=ax+b avec$0 est un cercle

kxr

X =
H..Z+}.|.Z _ )2 ) )2 y__
Ry y=ax+b& by’“-ky’+bx’“+kax’=0
Y= B
» K N2 vy KaN2 w 2
& (¥ L)+ +E? = (21
’ +

Si k>00nale cercle derayon R = K 21b a qui passe bien par O

On peut aussi montrer que I'image d’un cercle qui passe par O est une droite

VII.  QUELQUES APPLICATIONS DE L'INVERSION

a. Théoréeme de Ptolémée

Un quadrilatere ABCD est inscriptible dans un st et seulement si la somme des produits
des longueurs des c6tés opposés est égale autmtesllongueurs des diagonales

I

t

Preuve
Montrons que ABCD est inscriptible ssi AB.DG AD.BC= AC.BD )]
Supposons que ABCD sont cocycliques et Montrianelation ()

Le quadrilatere ABCD est inscrit dans le cerclen§ldérons l'inversion de pole A et de

puissance 1
L’'image de ce cercle est la droite (C'D’).On@D’+C'B'=BD’ (2)
Aussi CD'=—— CB' = —— BD = ——

ACAD AC AR AD.AE
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En remplacant par leur valeur (2) devi%jﬂ +A:L =_qjia 3)

En multipliant (3) par AB.AC.AD on obtient ; ABD + CB.AD=BD.AC
Réciproguement supposons que AB.CD + CB.AD=BD.&iGnontrons que les points AB C

(d)sont cocycliques
Il suffit de montrer que les points images B’C’ Par l'inversion de pble A de puissance 1 sont

alignés
Ona AB.CD + CB.AD=BD.AC en divisant cette retatipar AD.AB.AC on obtient
cD CE BD
+ —

AC.AD  AC.AB  AD.AB
donc CD'+CB'=BD" ceciimplique I'algnement des points B, C’, D’. A

b. Inverseur de Peaucellier

C’est un dispositif mécanique qui permet de tramsér
un mouvement rectiligne en un mouvement circulaire
et réciproquement

Soit le dispositif suivant avec OA=OB=R et AMBM losange tel que AM=
Alors M’ est I'image de M par l'inversion de pdzet de puissance k = R2-r2
Preuve

Soit | le centre du losange AMBM’ On a: O, & M’ alignés car ils appartiennent a la
médiatrice du segment [A B] .

Il reste a montrer que OM.OM’ = k = R2- r2

OM’ = OI+IM’ dans le triangle OAIl on a : OA%= (H2AlI? et dans le triangle AMI on a aussi :
AM2 = MI2+ |1A?

AO2- AM2 = R2-12= O -MI2 =§] - M} ) (O] +M]I)

=0oM .OM'

c¢. Constrution au compas du centre d’'un cercleC

Etapes de la construction
1. Construire le cercle C et choisir un point Asur C.

2. Construire un cercle Co ¢e centre A qui coupe C en deux points BetE.

3. Construire le symétrique A’ de A par rapporta (BE).

4. Construire I'image O de A’ par I'inversion de péle A et de cercle d’'inversion Co O est

le centre cherché.

Preuve
L’image de la droite (BE) par I'inversion f estdercle C qui passe par le pdle A.
On a démontré que si une droite est transfopaéene inversion f en un cercle qui passe par le
pole A alors le symétrique de A par rapport droite est I'image du centre du cercle .On a
f(O) = A’ comme f est Involutive on obtient  f(A’) = O.

(@]

Co
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B- VERSION EN LANGUE ANGLAISE

I- INTRODUCTION

Inversion is a transformation different from thagdcuclidean Geometry that also has
some useful applications.

To inverta number in Arithmetic means to “take its recigdc

The inverse of a function is that function whichps an image to its initial element.

In InversionGeometrysimply referred to asversion points are transformed relative to a
reference circle!

The proofs of properties demonstrated in this papste use of similarity in triangles,
Pythagoras’s and Thales theorems and their corazgfBee dotted circle shall be the inversion
circle)

A note on similarity
Two geometric figures are said to be similar ifitleegles are respectively equal; (if they are
equiangular)Corresponding sides are in constant ratio.

If two triangles have one angle of the one equain® angle of the other and the sides about these
equal angles are proportional, the triangles andasi.

In the diagram4OAB ~4OBA/ because, having commeml OB, side OA
correspond  to side OB/ and OB correspond tcOA' .

HencedOAB ~40BA (SAS)
H/

o% OB OA.OA = OB.OB
OB' OA ,
B
O 0
A
A

Separating the triangldg9 1

Definition of inversion

An inversion in a circle, informally, is a transfieation in a plane that flips the circle
inside out.

Two points P and’Rre said to be inverses with respect to an inversiele having
inversion cente® and inversion radiusif P’ is the perpendicular foaff the altitudeof AOAP,
where A is a point on the circle such that QAP. (see fig 2 below)

Consider a circle centi@ and radius. (This is thanversion circle The centr@ is the
inversion centre and the radius of this circlehes inversion radius). L& be any point, different
from O, the inverse oP with respect to the inversion circle is a pdtlying on the ray from O
through P such that OP x OP/ =r2.
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- Sis our inversion circle cent@ and

" radius OA =r.

A OAP is right (PAL OA at point of contact)
By construction, APL OP scAOPA is also

S~ L -7 Fig 2 right.
/
Hence by similar trianglesg—': = %Z & OAx OA = OPx OP

But OA is radius r, hence OP x OPF. And soP is the inverse oP
Note that the inversion that takgo P also take$ back toP for P andP both different from

O.
We note that inversion can be considered an imslwnce we assume that the inverse of

the centre O is a point at infinity. In that casgplying the same inversion twice is the identity
transformation on all the points of the plane othenO; a function that is its own inverse. (Such
can be seen in bijective functions, Multiplicatioyn— 1, Reciprocals, Complements in set and

complex conjugates)
Hence OP x OR=* = OP x OP =f (P’ is inverse oP andP is inverse of)

Note also that if OP <, then OPr and vice versa. And if OP =r, then'GR.
Such a point is an invariant point. Sagtoint is its own inverse.
Notice in particular that PARes on a circle with AP as diameter.
The nearer P moves towards the pdle, O, the fuRhmoves away from O.
Actually, as P approaches O,@Pproaches a point at infinity.
An inversion effectively turns a circle inside davery point inside goes outside and vice versa)

- PROPERTIES OF INVERSION

1. Lines through the centre of inversion invert onto themselves but not pointwise

B’ is the inverse of B and so

// r \\ must lie on ray from O through B. Hence
! \ every oint on line must have
< %/ ) o PA//' Il:\’ > itsimage onHe line.
\ //
Fig 3
2. The inverse of a line not passing through the centref@nversion is a circle passing

through the centre of inversion

In the diagram to the righyOAB is similar ta1OBA/

v

Hence Bis on a circle through O and As diameter

3. A circle that passes through the centre O of the wrersion circle inve 'lts to a line not
passing through O but parallel to a tangent to theircle at O

FOGEL 2015 UEC MBOUO TABOD Robert CIRCLE INVERSION
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Circle S inverts to linle

We shall consider the case where the ciciavert is entirely inside the reference circle.

S is the reference circle andshe
circle to invert. OD is the diamebf S.

A

AOEP and4OPD share common angle O
and since PD is right and correspond
to & P both are right triangles.

Hence they are similar AASnRist thus
lie on a line through BOF

There is only one such line traced by P

Fig 5his
OP _ OB And so OROP' = OD x OF = P
OE OFP
4. Circles not passing through O invert to circles nopassing through O.

(i) When$, is outsideS and S

(i) WhenS, intersectS \

Circle gis inverted to circle S
In particular, if the circle meets the referenaelei the points of intersection are invariant.

Consider situation(

AOAC ~40CA and40BC ~40CB/

Hence
OA _OC e /
-— ’
oc’ oA e S Fig 6 bis

(£OAC = 2OCA. But£OAC (is exterio) = o + «ACB(sum of interior opposite angles
And ~ABC = ~OCB' sincedABC ~4 OCB'
Hence «OAC = «OCA
<ABC + ~«ACB = 2.OCB + « AC'B'
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~0OBC + 2 ACB =~ OBC + 2 AC'B'
so ZACB =zA/C'F/ . And, since £ACB is right, so too is £A'C'B/)
Hence OA OA' = OC x OC' = OBx OB = r?.
This Means that’AB and C are dilations of A, B and C respectivelyisG dilation of the
circular path traced by C and sd ®wust be tracing a circle too.

Alternative proof >

S, is the circle to be inverted
S whileS, is the inverted circle.’P
and Qare images of P and Q
respectively.

\
1
1
I
1
1
[}
I

]

)

0Qx0Q =0oPx0OP =r2" ;’5
r’ OP

. 2
Fig 6 ! 66 . so 0bh=__x ==
0Q 0Q~ OF

Now OQx OP = OBx OC

I,2
Hence O —OP
Q: OBx0OC

This is an indication that'Rs a dilation of P with O being the centre of diiten and
2

OBx

position of point P, making the dilation ratio ctant.

So the locus of ‘@s a dilation of the circular path traced by P, aming that @too must
trace a circle.

But J is the inverse of Q, which traces the same circle.

Therefore the inverse of a circle is another @rprovided it does not pass through the

centre of inversion.

being the dilation ratio. OB and OC have constarasure no matter the

5. Orthogonal circles are unchanged under inversion

PP is a secant to.SHence O OF = r2.

A and B are their own inverses, beingmant.
Therefore P and Bre inverses to each other.
Similarly, other points are inverted to p@mn the
same circle S

. Given the inversion circle S, anah fpoints, A and B
" on S, there is one and only one cir@eynique circle)
------ that passes through these points that is petjpelar to S.

So far, we have seen that under inversion, lings tméines or circles and circles
map to circles or lines, with the result dependingvhether the original object passes through the
center of the inversion. Clearly, inversion canm®ian isometry since point inside the circle of
inversion will become spread out over the resheffilane when inverted.

FOGEL 2015 UEC MBOUO TABOD Robert ORTHOGONAL CIRCLES
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The theorems we have seen so far also show tetsion is not a simple dilatation
because lines can be inverted into circles andwécsa.

The next best thing we can hope for is that angilegpreserved by inversiddince we
know that straight lines do not necessarily investraight lines, we will have to re-examine what
we mean by an angle between two curves. For tweesuhat intersect at a point P, the angle
between them at P is the angle between their tahiges, as in Figure below.

Since there are two such angles which are supplamyenve will always choose 0c<< iy

2

The next theorem states that angles are, ingeeserved by inversion.

[, andl, are tangents to curves and angle between them is

Fig 8 ks

6. The magnitude of the angle between two intersectingurves is not changed by an
inversion.

Remark: Notice that there are two angles betweernvib curves. If one of the anglesdighe
other is 180 — 9, so we can always choose the

angled to be an acute (or right) angle.
Proof.

Let C be a circle with O as its center. Take twoves, G and G, which intersect at a
point P. Let G, G,/ be the images ofiCC,, respectively, under inversion in C, withtRe inverse
of P. Take a line through O that intersects botta@d G, and denote the points of intersection as
M and N, respectively.
Let M’ be the inverse of M and Be the inverse of N under inversion in C. Note M4
N also lie on the line OM.

Fig 8 bis
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We have shown earlier thADPM andAOM'’ P are similar. Therefore,OMP =20OF M.
Similarly, AONP andAON' P are similar, so thatONP =2OP N'. Since2OMP is an exterior
angle inAOMP, it is the sum of the two interior angleBIPN and2ONP. Consequently,
£MPN = («MPN + 2ONP)- 2ONP
=+« OMP — 2ONP
=,0PM' - LOPN
=«M'PN.
As we let the line OM approach the line OP, M &hdill tend to P, and NMand Nwill
tend to P. In addition, the secants PM and PN will limitthe tangents of Cand G, respectively.
Likewise, PM’and P N will limit to the tangents of ¢and G/, respectively. The equality of the
angle between the secants holds as we approadinthjsso that the angles between the tangent
lines are also equal.
We note that although the angles are not chanfyenl,sense is however, reversed since
the orientation of points is changed!

- APPLICATION OF INVERSION

There are many interesting applications of inverslo particular there is a surprising
connection to the Circle of Apollonius. There alsanteresting connections to the mechanical
linkages, which are devices that convert circulatiom to linear motion. Finally, as suggested by
the properties of inversion that we discoveredighi®a connection between inversion and
isometrics of the Poincaré Disk. In particular,ersion gives us a way to construct “hyperbolic
reflections” in h-lines. We will highlight only soenof these applications here.

1. Apollonius’ Circle and inversion in the context of magnets

When a magnet is placed under a piece of papeirramdillings sprinkled on top, the fillings line

up along circles passing through two points, (thend S pdles). These are magnetic lines of force
which we use the theory of magnetism to study emjaiftial lines which are orthogonal to the
magnetic lines of force.

Theorem.GivenP andP’ which are inverse points with respect to a ciCland lie on

- /
the diameterAB of circleC, thenE = ';E, )

)
@

AP/ Sl (e

Consider two points A and B and some consktant

The locus of some point P such that AP = k(BPhié&pollonian circle. And for any two points
there are infinitely many Apollonian circles. Inrpeular, whenk = 1, the circle become a line
which is the perpendicular bisector of AB. Eaclihef circles divides AB harmonically.

Proof: Since P and Pare inverses, OP.OR OB.OB or@ = (())IE’

U A
oo}

A 0

Fig9

OP+0OB _ OB+OP or AP AP/
OP-OB OB-OP' = BP BP

Apollonius’ problem actually, is to construct aahér tangent to three given circles; the
three circles may not intersect and may have differadii. (The problem is impossible in the

Check that
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case of concentric circles. But where possiblegtlage eight different such circles that are
tangent to all three.

2. Peaucellier’s Linkage

In 1864, a French engineer and army captain Cha¥lieslas Peaucellier was able to use
the properties of inversion to construct a mechardevise that converts rotational motion to
linear motion as can be seen in very many setsagh as rolling down the window of a car.

PR=RQ=QS =SP.

OP, OR, OS and OQ are rods held at O by hingdsthat

P, Q, R, and S move freely. As S moves aroundcéecR traces a

straight line.

-
- ~

We have OS.OR = (OM — MS)(OM + MR)
= (OM — MS)(OM + MS)
= OM* - MS o
= OF" — PM
= (OP" — PM) — (PS — PM)
= OF" - PS

OP and PS are fixed so R is the inverse of S imtresion circle of radius/OP* - PS? through
O. And we know the inversion of a circle through ¢entre of inversion is a straight line.

Hence as S traces a circle through O, R tracasea [This is achieved by adding a bar BS
and fixing B at a point such OB = BS.
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