LIEUX GEOMETRIQUES ET TRANSFORMATION DU PLAN
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INTRODUCTION :

1- Préliminaire :

Lors du FOGEL édition 2014, I'un des thémes étatitulé lieux géométriques. Il était
question de I'étude des lieux géométriques usaar I'édition 2015 on donne une figure et
on suppose qu’un point M de celle-ci décrit un emse donné. Un autre point N lié a M se
déplace également. Le probléme est de savoir quednable décrit le point N. C’est cet
ensemble qu’on appelle le lieu géométrique du peirdi f est I'application qui a tout point M
associe le point N, alors chercher le lieu de Mtoddercher I'image par f de I'ensemble décrit
par M. L'une des problématiques c’est recherclagrgdlication f.

2- Quelques définitions :

Lieu géométrique: Ensemble de points satisfaisant certaines dongditlonnées ou
ensemble de points vérifiant une propriété donnée.

Cet ensemble peut étre réduit a 'ensemble vide, point ou a une infinité de points.
Transformation du plan: Bijection du plan dans lui-méme, c'est-a-dire tput point du
plan possede une image unique et un antécédenueunigExemple : translation,
homothétie, rotation, symétrie, similitude etc.

I- RECHERCHE DE QUELQUES LIEUX GEOMETRIQUES
Activité 1 : Lieu géométrique déterminé a I'aide d’'une symétrie orthogonale.

Enoncé: Soit (D) une droite, A et B deux points extériearsette droite, a tout point M de (D), on
associe le point M’, second point d’intersectionagucle de centre A et de rayon AM avec le cercle
de centre B et de rayon BM. Déterminer le lieu gémimue des points M’ lorsque le point M décrit la
droite (D).

Solution :

Lieu géométrique des points M’ lorsque M décrititaite (D)

AM = AM’, BM= BM’ donc (AB) est la médiatrice deMM’]. M’est alors I'image de M par la
symétrie S d’axe (AB).

Ainsi lorsque M décrit la droite (D), M’ décrit fiiage de (D) par la symétrie d’axe (AB).

Conclusion: Le lieu géométrique des points M’ lorsque M d@ékx droite (D) est la droite (D)
symétrique de (D) par rapport & (AB).

Construction de (D)

a) Cas ou A et B sont dans un méme demi-plan a¢idre la droite (D) avec (AB) et (D) non
paralléles.

Le point d’intersection de (D) et (AB) est un pode (D)

D)

b) Cas ou A et B sont de part et d’autre de (D).
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c) Cas ou les droites (AB) et (D) sont paralleles.

()

Y
\
_

Activité 2 : Lieu géométrique déterminé a I'aide d’une rotation.

Enoncé: Soit (D) une droite fixe du plan et un point Appartenant pas a (D).

Pour chaque point M de la droite (D), on considesecercles (¢§ de centre M passant par A eb)(C
de centre A passant par M.

Quels sont les lieux geométriques)(ket (L) des points Met M, intersections de ces deux cercles ?
Les triangles AMM et AM;M sont de sens direct.

Solution:
Lieu géométrique de Met M, intersections de (et G)
(Cy) et G) sont des cercles de rayon AM, donc les triandi&ésM ; et AM,M sont équilatéraux.

Mes(AM, AM,) = =, Mes{AM, AM, =—’§T et AM =AM, AM,=AM

"3
Donc M, est 'image de M par la rotation de centre A et d’angf:e.

M, est 'image de M par la rotatiopde centre A de I’angleg.

Ainsi lorsque M décrit (D), Mdécrit 'image de (D) par la rotationde centre A et d’ang};er.

Lorsque M décrit (D), Mdécrit I'image de (D) par la rotatiop de centre A et d’angle7—37.
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Conclusion: (L;) est I'image de (D) par et (Ly) est 'image de (D) pakr

Activité 3 : Lieu géométrique déterminé a I'aide d’'une symétrie centrale.
Enoncé: On considére un cerclel'Y de centre O et M un point de ce cercle. Soit B eleux points

distincts tels que la droite (AB) n’ait aucun pgadommun avec().
1- Construire le point N tel que NBMA soit un paratigtamme.
2- Quel est le lieu du point N lorsque M décrit leater[").

Solution
1) Construction de N (voir figure)

2) Lieu des points N lorsque M décrit le cerclé (

Soit | milieu de [AB], | est aussi le milieu de [MN
Donc N est I'image du point M par la symétried8 centre |.

Lorsque M décrit{’), N décrit I'image dell) par S.

Soit (") cette image del() par $

O’ centre de[") est I'image de O par,S

O’'= 5 (0) donc | milieu de [OO’]. I() et (") ont méme rayon.
Conclusion: Le lieu de N lorsque M décrit le cerclE)(est le cercle de centre O’, de méme rayon
que le cerclell). B N

_____

Activité 4 : Lieu géo e homothétie
(N

Enoncé: ABC est un tric..,.- _. M n point| A [BC]. St () :entre de gravité du triangle ABM.
Déterminer le lieu géométrique de G lorsque M déersegment [BC]

Fogel 2015 Production dg PONGMEZH Olive ¢pousg PONGMO PG Maths au lye¢e Bilingug Gouache Bafoussam Page 4 sur 7



Solution :

G le centre de gravité de ABM, soit | le miliew segment [AB] IG :%W

1
Donc le point G est 'image de M par 'lhomothétidéncentre | et de rappogft
Ainsi lorsque M décrit [BC], G décrit I'image de (B par h.

Soit B' = h(B) etC’ = h(C) Ona@:%@ et F=%E.

Conclusion: Le lieu géométrique de G lorsque M décrit lensegt [BC] est le segment [B'C’]
B

C

Activité 5 : Lieu géométrique déterminé a I'aide d’'une composée d’homothétie et translation.

Enoncé: On considére deux points A et B. pour tout poindiviplan, soit | le milieu de [AM] et G
le barycentre de (A, -1) ; (B, 2) et (M, 1).

1- Déterminer le lieu des points | lorsque M décritézcle de diametre [AB].
2- Déterminer le lieu des points G lorsque M décritdecle de diamétre [AB].

Solution:

1) Lieu des points | lorsque M décrit le cercle dentitre [AB]
| milieu de [AM] doncAM =2AI , Al :%m, | est 'image de M par I'homothétie h de cerret

1
de rapportz—.

Par cette homothétie, A est invariant, le poird Bour image K tel quaK :%A@ donc K est le

milieu de [AB].
| étant 'image de M par h lorsque M décrit le derde diametre [AB], | décrit le cercle de diametre
[AK].

Conclusion: Le lieu des points | lorsque M décrit le cerdiediamétre [AB] est le cercle de diametre
[AK] avec K milieu de [AB]
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2) Lieu des points G lorsque M décrit le cercleddamétre [AB]
-GA+2GB+GM =0~ AG+GM + GB= 0~ AM + BB = (ainsi BG =%m .

D’autre part | milieu de [AM] on &AM =2Al =BG :%m =Al =BG =Al .

BGIA est un parallélogramme ainks = AB
IG =AB donc G est I'image de | par la translation t deteer AB .

Par cette translation t, le point A a pour imaget B point K a pour image L tel que_ =AB .
G étant I'image de | par t, lorsque M décrit lecbe de diametre [AB], | décrit le cercle de diameét
[AK] et G décrit le cercle de diameétre [BL]

NB : | est I'image de M par h (A%) et G est I'image de | part ainsi G est I'imatg M pardh,

qguand M décrit le cercle de diamétre [AB], G détnhage de ce cercle par la transformatieh.t
Ainsi le cercle de diametre [BL] est I'image dudie de diametre [AB] parh.

Conclusion: Le lieu géométrique de G est le cercle de diea{&L].
M
I G
74y B N L

Activité 6 : Lieu géométrique déterminé a I'aide d’'une similitude directe.

Enoncé: Soit (D) une droite et A un point n‘appartengais & (D). M étant un point de (D), on
désigne par N le point de (D) tel gMes(AM , AN) =7—6T et Hle pied de la hauteur issue de M dans le
triangle AMN. Déterminer le lieu géométrique dedtisique M décrit (D).

Solution :
M&(M,KN):E, CoOS— = _AH _V3 — AH :EAM
6 6 AM 2 2
Mes(AM, AH) :g
Mes(AM, AH) = Mes(m,ﬂ\T):g 5
AH :;AM
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wa |

H est donc I'image de M par la similitude directeé&centre A, de rappo‘iét— et d’angle;l. Lorsque

M décrit (D), H décrit (D’) image de (D) par la slitude directe S de centre A, de rappéﬁt et
d'angle =
angle =.

Conclusion: Le lieu géométrique de H lorsque M décrit (D) lestage de (D) par S.

Construction de (D) :

Pour le cas ou N est le projeté orthogonal derAB) alors H et N seront confondus et I'image de
M par S n’est que ce projeté orthogonale de A B)r donc (D) est une droite passant par H et par le
projeté orthogonal de A sur (D A

- QUELQUES EXERCICES DE RECHERCHE
Exercice 1: (D) est une droite fixe. A et B sont deux poinkefi non situés sur (D). On note C le
symétrique de A par rapport a un point M de (D) pbant M décrit (D).

1- Quel est le lieu géométrique du milieu E de [AM] ?
2- Quel est le lieu géométrique de C ?

3- Soit O le milieu de [AB], déterminer le lieu géometie de K point d’intersection des droites (BM)
et (CO).

Exercice 2: (C) est un cercle de centre O, de diametre [ABgst un point de (C)A(] est la
tangente en M a (C). La paralléle a la droite (AWBnée par O coupd) en N. Quel est le lieu
géomeétrique des points N lorsque M décrit (C)?

Exercice 3: (C) est un cercle, A et B deux points de (C)idids non diamétralement opposés. A tout

point M du grand a AB , privé du point B, associe le point N de la demi-droite [BM) tel que
AM = BN.
Déterminer le lieu de N lorsque M décrit I' AB privé de B.
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